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MUSIKK OG EUKLIDSKE ALGORITMER
VIGGO BRUN
I musikkteorien har fglgende fire problemer vert behaudlet:

ProsrEM 1. Finn to naturlige tall z og y slik at

) , log2 log}

Her betyr ~ »stilnrmet like. Tilnermelsen ber veere si god som
mulig, uten at z og y blir for store. Det er likegyldig hvilket logaritme-
system vi bruker, da det bare er forholdet mellom de to tellere som har
noe & si. Problemet er behandlet av L. Euler i avhandlingen »Tentamen
novae theoriae musicae« [8]. Euler benytter seg av kjedebroken

log2 1
= = 14—
log} 1+s 1 -
2 §+1
v 3+ .
og regner ut tilnzrmelsesbrokene
2 3 5 7 12 17
1'2°3 ¢ 710’

Euler har da tatt med ‘ogsa de sdkalte »innskutte. tilhaermeléesbmker«,
altsi de man fir nir man skriver kjedebroken-som :

P
1

[29]
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~——-og etterhvert avbryter den foran ett av plusstegriene. Som losning av (1)

——— . _,\q.-‘,\

finner han da for eksempel z=17, y=10.

ProBLEM 2. Finn tre naturlige tall z, y og z slik at.

e

T log2. logd?  logi
Ay - Y .
z y z

(2)

I. M. Barbour har behandlet dette problem i en artikkel »Music and
continued fractions¢ [1] fra 1948. Han benyttet Jacobis generalisering
av kjedebrgken; dette er en raskt konvergerende divisjonsalgoritme, som
er sarlig inngaende studert av O. Perron [10]. Barbour fikk bruk for

. to modifikasjoner av metoden for & oppna brukbare losninger. I en ar-

tikkel [3] med samme tittel som Barbours viste jeg i 1950 at den gene-
ralisering av kjedebrgken [2] som jeg hadde innfort i 1919 forte frem ved

" langt enklere midler. e

(3)

ProsreM 3. Finn fire na;turlige tall z, y, 2z og u slik at

‘log2 logi log} log}
~ e R .
z y z %

A.D.Fokker har i 1947 behandlet denne relasjonen [9]. Han nevner

(s. 27) lgsningene . - -
‘ =31, y=25 z=18, u=10,
og tilfgyer: - ' ' -

»Nous retrouvons le tempérament de Huygens avec trente-et-un
cinquiémes de tons dans l'octave. Cette méthode est empirique. Les
mathématiques peuvent fournir une méthode directe pour trouver des
approximations en nombres entiers du rapport de deux nombres irration-
nels. Le probléme de trois, ou méme de quatre nombres irrationnels &
la, fois dépasse de loin les forces des mathématiciens d’aujourd’hui.«

ProsLEM 4. Ien brevveksling med meg fra desember 1960 har Fokker

- ogsd stillet, problemet: Finn fez{x::g;naturlige tall z, y, 2, w og v slik at

@

log} - log} log¥
z T a T

log2 log lg"
=~

z )

- Jeg skal her behandle disse fire problemer under samme synsvinkel,

idet jeg benytter den generalisering av den Euklidske subtraksjons-

algoritme som jeg foreslo i 1919 og har fort videre i 1957 [4] og 1 1959 {5].
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Utvidelsen av Euklids algoritme til & gjelde tre tall er forholdsvis
fullstendig bebandlet av meg og ogsé av N. Pipping [11]. Sammenlign
ogsd M. Davids arbeide [6]. Utvidelsen til 4 gjelde fire tall er mindre
fullstendig behandlet av meg [4] mens utvidelsen til 4 gjelde flere enn

fire tall er helt utiliredsstillende behandlet [2]. Her star meget j;_lb\a\l‘;gﬁ

gjore. Serlig ville det vaere viktig & studere graden.av approksimasjon,
som bare er helt ut kjent ved Euklids algoritme for to tall.
Jeg begynner med 4 studere problem 1 Den lgsm’ng jeg her skal gi faller

jo er ensbetydende med k]edebrfaksutwkhngen -— en ny form idet Jeg o

gir algoritmen som en rekke subtraksjoner og ikke som en rekke divi-

sjoner. Dette har to fordeler. For det forste opptrer da de »innskutte til-
narmelsesbrgker« som likeverdige med de vanlige tilnsermelsesbreker, - -

mens de »innskuttes ved kjedebreksutviklingen er alt for anonyme. For
det annet blir da algoritmen brukbar til generalisering, hvilket neppe
kan sies om divisjonsalgoritmen. Det er ogsi verd & legge merke til at
Euklid selv, i sine Elementer [7], bare benytter seg av subtraksjon og
ikke av divisjon. Jeg gir da Euklids algoritme folgende form:

. Gitt to reelle positive storrelser a og b med a > b, og de fire naturlige tall
), ¥; 08 ,, Y,. Jeg erstatter skjemaet

alz ¥
b |z2 Yo
med skjemaet
a-b| =z n
b2+ 1ty

Hvis her a—b>b, som jeg betegner som tilfellet x, kan regnestykket
gientas. Hvis derimot a— b <b, som jeg betegner som tilfellet g, ma forste
linje bytte plass med annen linje for at det storste av tallene a—b og b
komme gverst. Hvis a —b =5 stanser algoritmen opp.
. Algoritmen begynner ved Eulers eksempel med verdiene

a = log2 = 0,3010, &= log} = 0,1761,

n&r vi ngyer oss med fire desimaler. Som begynneisesverdier for (z,, ylj og
(zy, y,) velges (1, 0) og (0, 1). Regnestykket ser da shk ut:

——
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0,3010]1 0

- .. . .o04a761]01
1{[30_,1249;1 0‘ 0,1761‘1 1
0,1761 1 1]0,1249|1 0
1{ﬁo,osm 1 1]0,1249]2 1
T 01249 2 10,0512 1 1
(-0,0737 |2 1
["‘o 0512 |3 2 .
l 0,0225 (2 1]0,0512| 5 3
- 500512 5 30,0225 21
= ]ao 0,0287] 5 3
o) 70,0225| 7 4 .
0,0062] 5 3]0,0225!12 7
1‘900225 12 7“00062 5 3
, 0,0163 12 7
- *0,0062| 17 10
3 ao,0101 12 7
0,0062 | 29 17
] 0,0039 12 7
ﬂo,oosz 41 24

Som lgsning pa problem 1 fin'n'er_ man da for eksempél

log2 log}

Y ——

17 10 °
Det var den losning Euler fant. Lesningen

log2 log}
— N ——
41 24

gir bedre approksimasjon, men ogsé sterre nevnere. Tallene 1, 1, 2, 2 og 3
: v som er tilfoyet er overfledige, men er satt til for & vise sammenhengen
TR, 1-'s Eulers k}edebrzksutvxkhng Tallene angir antall »etasjer« mellom
to av de dobbelte vertxkalstreker Som en erstatning for k]edebwksut-

viklingen kan man sette bokstavrekken

ﬂﬂaﬂaﬂzxuﬂ cen e

Kjedebmkens partialnevnere 1, 1, 2, 2, 3 kan man da avlese ved 4 legge
til en ener til antallet av «'er som stir foran hvert av bokstavene §.
La oss s se pad problem 2, som kan behandles etter en tilsvarende

bt it %
e SR e e
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algoritme. La a, b og ¢ vere tre reelle positive tall slik at a>b>¢. Jeg
erstatter skjemaet

a1z Yz
blzy 4y 2,
Cl T3 Y3 2,
med skjemaet T
' a-b| =z, A 2z
b lz+z yy+y, 21+2,
c T3 Ya 23

Tre tilfeller (x, § eller y) kan da inntreffe ettersom a — b er storst, mellomst
eller minst i det siste skjemaet. Linjene omordnes, om nedvendig, slik
at sterrelsene a —b, b og ¢ blir en synkende tallfolge. Prosessen kan s&
fortsette. A

Ved vart problem 2 er de tre gitte reelle tall

a = log2 = 0,3010, b = log} = 0,1761, ¢ = log} = 0,0969 .

Begynnelsen av algoritmen fir da dette forlopet :

0,3010]1 0 0
0,1761]0 1 0
0,0969 [0 0 1
0,1249[1 0 0]0,1761]1 1 0
g 0,1761|1 1 100
0,096910 0 110,0969/0 0 1 .
0,0612[1 1 0)0,1249]2 1 0
y 0,1249 (2 1 0/0,0969{0 0 1
0,0969{0 0 1}0,0512|1 1 0
0,0280]2 1 0] 0,0069]2 1
¥ 0,069 2 1 1]0,0512|1 1_
0,0512/1 1 0}0,0280|2 1
0045721 1
B 0051213 2 1
0,0280{2 1 0

Hyvis regnestykket fortsettes, far man etterhvert bqkst@yrekkeh***"“‘

ByvByBBBYYBY ...,

og for sterrelsene z, y og 2 talltriplene L e

NMT, Hefte 1-2, 1961, — 3
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o (@11 3,20, (5,3,2), (h42), (1274, (09116,
(5) (31, 18, 10), (34, 20, 11), (53, 31, 17), (87, 51, 28), ete.

e P e P

“~Som-en lpsning p& problem 2 far man da for eksempel
log2 logi logi
A —— A,
31 18 10
eller utregnet
Pt e ' 971-10-% ~ 978-10-5 & 969-10-°.
Metoden lar seg uten videre overfere til fire tall. Skjemaet

Y 2 ™
Ty Yo 2y U
T3 Yz 23 U3

Ty Yy 2y Uy

8,0 O 8.

overfgres da til skjemaet

a=-b| 1 A Uy
b |zt Yr1+Ys 21H2Z Uyt U
¢ Ty Ys Z3 Ug

d Ty Yq 2y Uy

hvoretter linjene om nodvendig omordnes slik at talliglgen a —b, b, ¢, d
blir synkende. ' :
I problem 3 er de gitte reelle tall

g =log2 = 0,3010, b = log} = 0,2430, ¢ = log} = 0,1761,
E d = logé = 0,0969.

[

Begynneisesverdiene for (z, y,.2, u) er da .
(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) og (0,0,0,1).
. Algoritmen gir etterhvert folgende kvadrupler for z, y, z og u:

(2,2,2,1), (3,3,21), (43,21), (543,2), (57,53),
6) | (13,10,7,4), (15,12,9,5), (18,15,11,6), (81,25,18,10),
|-(35, 28, 20, 11), (53,43, 31, 17), (68, 55, 40, 22), etc.

Vi far for eksempel folgende lgsning pa problem 3:

log2 log} logy log}
— R N R,
31 25 18 10

eller _
e =T 9711+ 1078 & 97221078 & 9782-10-¢ ~ 9691- 10-¢.
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- La oss til slutt studere problem 4. Her er begynnelsesverdiene
log2 = 0,30103, logl = 0,24304, logi = 0,17609,
log = 0,13830, logk = 0,00691.
Algoritmen gir her folgende sett av lesninger (z, ¥, 2, u, v):

(4,3,2,2,1), (5,4,3,2,1), (6,5,4,3,2), (9,7, 5,4, 3),
@ | (181297, 5), (17, 14, 10, 8, 6), (22, 18, 13, 10, 7),

(37, 30, 22, 17, 12), (41, 33; 24, 19, 13), (63, 51, 37, 29, 20),

(72, 58, 42, 83, 23), etc.

_Som lgsning pé4 problem 4 far vi da for eksempel

Clog2  loght logl logh logi
s R A R ——,
41. - 33 24 19 . 13 -

eller utregnet
7341-10-% ~ 7365-10-% v 7337-10-% A 7279+ 10-8 w 7454-10-5 .
Approksimasjonen blir bedre, men nevnerne sterre, ved lesningen

log2 logi logk logk log¥
[ ~ [
72 58 42 33 23

H

eller utregnet
4181-10-¢ ~ 4190-10-¢ ~ 4193-10-5 a~ 4191-10-% ~ 4213-10-5.
Avvikelsene fra middelverdien av disse fem tallene belgper seg til mindre

enn en halv prosent av middelverdien for samtlige fem tall.
* Til tross for at det teoretiske grunnlag for disse Euklidske algoritmer

_enna er utilstrekkelig behandlet, viser det seg altsd ved disse eksempler -

‘at man med fordel kan bruke algorxtmene til & lose slike musxkkteoretxske
problemer.

Jeg tilisyer at den algontme jeg har benyttet ikke er den eneste
mulige. Ved problem 2 hvor det var oppgitt tre tall a, b og ¢, hvor
a>b>c, erstattet jeg disse tre med a—~b, b og c. Man kan ogsi velge en
annen algoritme, idet man erstatter a, b og ¢ med a—c, b og ¢. Bruker
man begge algoritmer samtidig far man de to algoritmer -

a
e e
a=-b a-c
b b
c c

3
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Begge de to nye talltripler kan da, etter at leddene er omordnet 84 de

e blir synkende, behandles pé samme vis som det opprinnelige talltrippel.

~ T"Man fir'da den forgrenete kjedebrok som Pipping har studert i en rekke
‘artikler [11]. Forgreningen gjeor at algoritmen blir mindre brukbar j
mange tilfeller. Men nar det gjelder disse musikkteoretiske problemer
vil muligens regningene bli overkommelige.

, Man kan_ogs#; 'som E: Selmer har gjort det, bare erstatte a, b og ¢

e m—~med a—c¢, b og ¢. Han behandler dette nermere i det etterfglgende

arbeid [12].

.y
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